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A.K. Chandra et G. Markowski [I] ont montre qu’une fonction booleenne somme de k 
monomes. posside au plus f(k) monomes premiers 06 f(k) verifie: 31k13’ <f(k)6 2’. 
On montre ici que f(k) = 2’: - 1 et que ce maximum est atteint et ne peut &tre atteint que par 
des fonctions d’au moins 2k - 1 variables. 
A.K. Chandra et G. Markowski [l] showed that any Boolean expression in disjunctive 
normal form naving k conjuncts can have at most f(k) implicants, where f(k) satisfies 
3tk’3J sf(&)s2k 
We prove here that f(k) = 2’ - I and that this maximum is obtained by and only by functions 
of at least 2k - 1 variables. 
Rappel des dSmitions 
Nous considerons une fonction booleenne de n variables comme une partie du 
It-cube 2” = {O, 1)“. 
Un sous-hypercube s’appelle alors, suivant les terminologies un composant. un 
monome, un implicant ou encore une conjonction. 
On peut rep&enter une fo’nction booleenne comme somme (union) de 
monames et I’on appellera monome premier de fc 2” tout m c f et maxiimal pour 
cettc inclusion. La base complete d’une fonction est alors l’ensemble de ses 
mon6mes premiers et l’on peut definir: 
f(k) = Mpx Ibase complete de f\, 
05 fe Ensemble des fcnrctions reprbentables par k monbmes. 
Enfin classiquement la distance de deux points de 2” sera la distance de 
Hamming de leur coordonnees e.t celle deux monbmes la distance minimum de 
deux de leurs points. 
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1. Borne sqmkure de f(k) 
Rappelonrs yue I’on dbigne par “consensus d’une famille de mon6mes mi”, s’il 
existe, tout mc:n&ne maximal inclus dans I’union des Q, r&s non dans l’union de 
toute sowfamille stricte. 
Le thkoreme suivant (Kuntzmann 131): 
‘% m esl un moncime premier de f = lJie[l,k3 m, abrs JR est consensus d’une 
sow-famille (m ) , rGfCE1, k,” pemet aloes immediatement d’&Irmer: 
f(k)*;2k - 1 
puisque Ies sowfamilies sont au nombre de 2k et que la partie vide ne cortes- 
pond pas B un monbme pwrier de f (du moins si f# 8). 
2, !!hmmecr de k msnhes r&lhant f(k) = 2k - 1 
Qn vC; Ifie facilementi que la famille de k monbmes 
{y,$ y&a, I,, , , , , , y,&,& ” ’ i~z&p,, y,$, ’ ’ * .a,,,&,,} 
edmct 2’ - 1 msnbmes premiers, d’etr 
Tb&w&ms 1. Vk 
Pour mkux connaitre les solutions de f(k) = 2k - 1 noun allons cependant 
montrer dr: plus la CNS suivante: 
?mptW. f%ur qu’une somme de k 1 msndmas admtftlenl 2k = 1 ntondmss 
prem&rs ‘I1 est nhessuire et suj@ani quY1 lui correspode une csuverture d’un hyper- 
cuk pm k tnonhe~, dont touta Ies distances 2 B 2 mient Jgales h 1, 
La condition est evidemment akessaire: 
Rappelons en efiet qu’une CNS pour qo’une famille de monilmes mi admette 
un consensus est que la samme des mon6mes rn? d6duits par suppression dans 
chaque m, des variables n’apparaissant que sous une seule forme dans la famille, 
soit &gale Q 1 de faGon irredondante. 
Si k monbmes admettent 2k - 1 manBmes premiers, ils admettent en particulier 
eux-miimas un consensus et ainsi B 1’6galitb irredontante correspondante, on peut 
associer un hypercube dont les directions ont index&s par les variables interven- 
ant clans ran kgaliti irredortdante. 
J-es nz? constituent une cauverture de cet hypercube t la distance de deux 
quelconques de ces mon6meo vaut 1 (sinon ces deux monBmes n’admettraient pas 
de consensus). 
’ fit1 _ vtificatian passera effectivement txmr facile aprks la lecture de I’ensemble du 2. 
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Rkciproquement consid6rons une couverture d’un hypercube (de dimerlsion d 
et de directions xl, . . . . . , xd) par k mondmes not& pI, p2, . . . , pk, dont les 
distances 2 B 2 soient toutes &gales ii 1. Soient enfin yl, y,, . . . , yk, k variables 
nouvelles que nous appellerons variables d’Ctranget6 et les k monbmes mi = yrpi 
(satisfaisant alors p, = m?). 
Tout ensemble (ffl) de monbmes pris parmi les m, admet un consensus, ce qui 
produit au total 2k - 1 monbmes, sans qu’aucun ’en absorbe un autre. La famille 
des m, admet done 2& - 1 monBmes premiers r&alis& Zt l’aide de d t k variables 
au total. 
En particulie: la couverture correspondant ?Il’exemple don& plus haut s’bcrit: 
X1+z,X~+jZ,ff;bXj+ ” ’ ” l +2,x’,. ” i/&__Zxk-,+i,X2” ’ Xk&_, 
=x*-k.i,[Xfki~Xg+ “’ a*’ +Xs2.‘.,~klaXk_,t~2.“~k._,1= 1. 
II existe bien stir d’autres types de couverture, pour quatre ou cinq mon~~mc:s on 
peut utiligr par exemple let3 couvertures euivantes (vsir les Figs. 1 et 21, 
Fig. 1. Fig. 2, 
Ccpendant la question qui se trouve posdc eat la wivante: est-il possible qwc la 
dimension de I’hypercube associd B une famille de k mon6mew. possQdarrt 2k -- I 
maniSmes premiers soit inf&ieure b k = I et yue done le nom& de variablch 
utiMes wit alors infQrieure a 2k T I? (hormis du mains le CBS k = I, at aucurne 
variable d’&rangetk n’est n&ccssaire t done ob le man6me I, qui prkscnts 
2k - I = 1 man&me premier, est r6alisable A I’aitle d’ici k - I = 0 variable). 
3. Relafkms avec les partOtians des a&tea de & en Llparth complets 
Soit une couverture du n-cube par k monbmes dont les distances 2 B 2 soient 
toutes 6gales B 1. 
A chaque direction, par exemple x, on peut associer d’un c&6 I’ensemble des 
moniimes qui CcJntiennent la variable x, note X, de I’autre I’ensemble de ceux qui 
contiennent 2, not6 2. ConsidQons alors les Kx,g, bipartis comptets ur A e3 ,q. 
sous-graphes partielr; de &, graphe com+let dont les k sommets ont Its k 
moncimes considkrks:: 
-une a&e de Kk n’est associke au plus qu’g une seule direction (sinon ses 
extr&mitks seraient & distance supkieure & I dans I’hypercube) 
-chaque a&e correspond d’autre part e#ectivement SI une direction. celle 
suivant laquelle est rkalide la distance 1 de ses extrkmith. 
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On en deduit que ces bipartis complets constituent done une partition des 
a&es de Kk et que le nombre cherche, la dimension minimale d(k) de I’hyper- 
cube associe B k monbmes (on sait deja que d(k)& k - 1) se trouve Ctre 
sup6rieure ou &gale au cardinal minimal p(k) dune partition (de Kk en bipariis 
complets. 
De la propritStC p(k) = k - 1 (R.L. Graham et H.O. Pollak [2]) on dedui: done 
le 
Tb&&me 2. IPour k > 1, 2k - 1 est Ze nombre minitnum de oariables d’une 
foncfion de k monBmes admettant 2k - 1 monBmes premiers. 
hmarque. A me partition des a&es de Kkr en bipartis complets ne correspond 
pas forcement une couvenure du (k - l)-cube, comme le montre l’exemple suivant 
(voir la Fig. 31. 
z 
D Y __-_-_ - -*x 
Fig. 3. 
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